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 الخلاصة
لك بعض التكاملات التي تحل بالطرق      قـد تـم وضع جدول مطور في حل جميع التكاملات التي تحل بطريقة التجزئة وكذ               

الأخـرى وهذا الجدول هو طريقة مختصرة في حل هذه التكاملات حيث نحتاج الى جهد ووقت اقل من الطرق الأخرى في                     
كذلك فان هذا الجدول يقلل نسبة الخطأ في إيجاد ناتج التكامل ،وقد تضمن المبحث الأول توضيح طريقة                 . إيجـاد الـناتج     

ادية وكيفية إيجاد ناتج التكامل بهذه الطريقة ،أما المبحث الثاني فقد تناول توضيح الطريقة الجدولية في          التجـزئة الاعتـي   
إيجاد ناتج التكامل حيث تستخدم الطريقة الجدولية عندما يكون التكامل لحاصل ضرب دالتين   إحداهما متعددة حدود ،أما                   

ميمها في حل جميع التكاملات التي تحل بطريقة التجزئة وذلك عن           الطريقة الجدولية وتع   المـبحث الـثالث فقد تم تطوير      
طـريق استخدام الجدول المطور حيث أن هذا الجدول هو طريقة سهلة وبسيطة في حل التكاملات وكذلك بأقل نسبة خطا                    

كن إيجاد  ويحـتوي المبحث الرابع على استخدام الجدول المطور في بعض  حل تكاملات الدوال المثلثية حيث يم                .ممكـنة   
 . الاعتيادية ةناتج هذه التكاملات بطريقة اسهل أتسرع نسبيا من الطريقة المباشر

 
 الطريقة الجدولية ، حل التكاملات الرياضية :مات مفتاحيةكل

 ـ: المقدمة 
إن مـن إحـدى طرق التكامل هي طريقة التجزئة                

وقـد قمنا في هذا البحث بتطوير الطريقة الجدولية التي          
ن استخدام جدول لحل التكامل الذي هو عبارة عن         تتضم

حاصـل ضـرب دالتين بشرط أن تكون إحداهما متعددة          
 .حدود والثانية تكون قابلة للتكامل

 

حـيث اسـتطعنا القـيام بتطويـر هذا الجدول إذ يمكن            
استخدام الجدول المطور في حل كل التكاملات التي تحل         

التجزئة بطـريقة التجـزئة وبدون الرجوع إلى طريقة         
 .الاعتيادية 

 

إن هـذا التطويـر فـي الطريقة الجدولية سوف يوفر           
للطالـب الجهد والوقت الكثير في حل التكامل الذي يحل          
بطريقة التجزئة وخصوصا عندما يكون ناتج التكامل هو        

مـسألة ثانوية كما في المعادلات التفاضلية وكذلك في   
بائية بعض التطبيقات الهندسية وخاصة الهندسة الكهر     

. 

وقـد اعـتمدنا في عرض المبحث الأول والثاني على       
 .المتوفر من المصادر المكتبية 

  طريقة التجزئة الاعتيادية

     إن هذه الطريقة تعتمد على اشتقاق حاصل ضرب        
  دالة قابلة للاشتقاق فان u ،vدالتين فإذا كان كل من 

d(uv) = udv + vdu ------------ (1) 
 وبذلك فان 

udv =d(uv) – vdu ------------- (2) 
 مع ملاحظة أن    (2)وبأخذ التكامل في طرفي المعادلة      

∫d(uv) = uv  نحصل على قانون التكامل بالأجزاء  
 وهو 

∫udv =uv - ∫vdu  
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 ∫بدلالة التكامل   udv∫إن هذا القانون يعبر عن التكامل 
vdu   الـذي يفترض أن يكون ابسط صيغة من التكامل 

تخدم هـذه الطريقة في تكامل بعض الدوال        الأول ، تـس   
 بحيث انه لو أخذت  u،dvبالاختـيار المناسـب لــ   

 ابسط من vdu∫ كـان التكامل  dv وتكامـل   uمـشتقة 
 وسوف نوضح الطريقة بالأمثلة     udv∫الـتكامل الأصلي    

 .الآتية

∫x2exdx                    جد ناتج التكامل- :1مثال  

   -:الحــــــــــل 
u  = x2     → du = 2x dx 
dv = exdx → v = ex 
 
∫ x2exdx = x2ex - 2∫xexdx  
 u  = x      → du = dx 
dv = exdx →  v = ex 

 
∫ xexdx = xex - ∫exdx  
            = xex - ex + c 
∫ x2exdx = x2ex - 2xex +2ex + c 

  ex sinx dx ∫ جد ناتج التكامل  -:مثال 

 -:الحــــــــــــــــــل 
u = sinx   → dx = cosx dx  
dv = exdx → v = ex  
∫exsinx dx = exsinx - ∫excosx dx …...(1) 
u= cosx → du= - sinx dx 
dv= exdx → v = ex 

 ∫excosx dx = excosx + ∫exsinx dx…..(2) 
 نحصل على ) 1(في ) 2(وبتعويض 

∫exsinx dx = exsinx - excosx - ∫exsinx dx 
امل الذي في الطرف الأيمن إلى الطرف       ثـم نـنقل التك    

الأيـسر ونجمعه مع التكامل في الطرف الأيسر نحصل         
 على 

2 ∫exsinx dx =  exsinx - excosx +c 
  ∫exsinx dx   = ½( exsinx - excosx) +c 
في المثال أعلاه لقد استخدمنا طريقة التجزئة مرتين في         

ير من  حل التكامل أعلاه وهذا يحتاج إلى وقت وجهد كب        
 .قبل الطالب 

 -:الطريقة الجدولية
       هي حالة خاصة من طريقة التجزئة حيث تتضمن        

 uاستخدام جدول يتكون من حقلين أحدهما يكون للدالة         

 ونستخدم هذه الطريقة    dvوالحقل الثاني يكون للدالة     
عـندما يكون التكامل يتكون من حاصل ضرب دالتين         

  والثانية uرها إحـداهما دالـة مـتعددة حـدود نعتب     
 تكون قابلة للتكامل حيث نقوم باشتقاق       dvنعتبـرها   

 عدة مرات ونتوقف عندما     dv وتكامل الدالة    uالدالة  
 تساوي صفر ثم نستخدم     uتـصبح المـشتقة للدالة      

اسـهم مائلـة وكل سهم يعني حاصل ضرب الدالتين          
المـرتبطة بالـسهم ومجموع هذه الأسهم يكون ناتج         

 .التكامل المطلوب

    x2ex dx∫ احسب ناتج التكامل -:مثال 

 :الحــــــــــــــــل 
           u                 dv 

        x2      (+) 
 

        2x    (-) 
 

          2     (+) 
 
0 

ex 

 

ex 

 

ex 
 

ex 
∫ x2exdx = x2ex - 2xex +2ex + c 

 انه يمكن حله بالطريقة نلاحظ في المثال السابق 

x2    الجدولية لانه يحتوي على متعددة حدود وهي 
ولكن    وهي قابلة للتكامل     exوالدالـة الثانـية هي       

المــــثال الثانــــي فــــي المــــبحث الأول 
 والـــــــــــذي هو 

 ∫ ex sinx dx  ــذا ــاتج ه ــاد ن ــن إيج  لا يمك
الـتــــكامل باستخدام الجدول في المثال السابق       

يمكـن حـل هـذا التكامل باستخدام الطريقة         ولكـن   
ــتم   ــوف ي ــذي س ــورة وال ــية المـــط الجدول

 .شرحــــــــها في المبــحث الثالث 

 -:الطريقة الجدولية المطورة 

تعـتمد هذه الطريقة على استخدام جدول متطور لحل         
جمـيع الـتكاملات التـي تحل بطريقة التـــجزئة         

 ـ     ـتكون وهـــو مماثل للجــدول السابق حيث ي
 uهما يكـون للدالة     حـد مـــن حقــلـيـــن أ    

  وهذا الجدول    dvوالآخـر يـــكون للــــدالة     
مـستنبط من طريقة التجزئة الاعتيادية حيث نقوم في    
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، dvنـكامل الدالة     و  uكـل خطـوة باشـتقاق الدالة        
ويحتوي هذا الجدول على اسهم مائلة وأفقية حـيث أن         

ل ضرب  كــل سـهم مائــل هو عبـارة عـن حاص         
الـدالتين التي تـرتبط بـهذا السهم كمـا فـي الجدول        
المبين في الطريقة الجدولية والسهم الأفقي هو عبـارة        
عـن تـكامـل حاصل ضرب الدالتـين المتقابلتين في         
الجـدول والتي ترتبط بهذا السهم ويكون السهم الأفقي         
دائما في نهاية الجدول ونستخدم هذا السهم عندما يكون         

ضرب الدالتين المتقابلتين في الخطوة الواحدة      حاصـل   
قابلة للتكامل حيث نتوقف ونكامل حاصل ضرب الدالتين        
المتقابلتـين فـي نهايـة الجدول وتكون إشارة الأسهم          
متبايـنة حيث تكون إشارة السهم الأول موجبة والسهم         
الثانـي تكـون سـالبة والـسهم الثالث موجبة وهكذا           

 . ناتج التكاملومجموع ناتج هذه الأسهم هو

 tan-1x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال 

 -:الحـــــــــــل
            u dv 

          tan-1x    
(+) 

 
   1/(1+x2)       (-) 

1 
 
x 
 

     
∫ tan-1x dx = x tan-1x - ∫ x/(1+x2) dx  
                 =  x tan-1x -  ½ Ln(1+x2) + c 

 
 المطور نستخدم السهم المائل     دائمـا فـي بداية الجدول     

ونلاحـظ فـي الجـدول أعلاه إن السهم هو عبارة عن           
 والسهم الأفقي هو x،  tan-1x حاصـل ضرب الدالتين  

  x عبارة عن تكامل حـــــاصل ضرب الدالتين

1/(1+x2)        ونلاحظ أننا توقفنا عند اشتقاق الدالة u  مرة 
حاصل  مرة واحدة وذلك لان dv واحـدة وتكامل الدالة  

 يكون x، 1/(1+x2) ضـرب الدالتين المتقابلتين وهما  
 وهـي دالـة قابـلـة للتكامل لـذلك    x/(1+x2) هـو  

نــتوقف ونستخدم السهم الأفـقي الـذي يربط هاتين        
الدالتين ثم نقوم بجمع ناتج السهمين في الجدول ويكون         

 .هو نـاتج التكامل مع مـراعاة إشارة كل سهم 

 المثال الثاني في المبحث     والان سـوف نـقوم بحـل    
 .الأول باستخدام هذا الجدول

  ex sinx dx ∫  جد ناتج التكامل -:مثال 
 

 -:الحـــــــل
u dv 

          sinx     (+) 
 

             cosx    
(-) 

 
          - sinx     

(+) 

ex 

 
ex 

 
ex 

 

  
∫exsinx dx = exsinx - excosx - ∫exsinx dx 
 2 ∫exsinx dx =  exsinx - excosx +c 
  ∫exsinx dx   = ½( exsinx - excosx) +c 

  
 uفي التكامل أعلاه فإننا توقفنا بــعد اشتقاق الدالة         

 مرتين وذلك لانه سوف تــظهر      dvوتكامل الـدالة   
في الجدول وبغض   )الأولى  (نفـس الدالتـين الأصلية      

النظـر إلـى الإشارة لكل دالة ،وبذلك نستخدم السهم          
الأفقـي فـي نـهايـة الجدول لانه سوف يــظهر          

 ثم ننقل ex sinx dx ∫ نـفس التكامل الأصلي وهو  
هـذا الـتـكامل إلـى الطرف الأيسر ونـجمعه مع          

ل الموجود في الطرف الأيسر ونقسمه على       التــكام
ونتبع نفس الأسلوب في حل كل      . ويظهـر الـناتج      2

 eax ∫  أو eax sinbx dx ∫ الـتكاملات مـن النوع   
cosbx dx 

حـيث في مثل هذه التكاملات دائما نقوم بـخطوتين         
 u فقـط في الجدول المطور أي نقوم باشتقاق الدالة  

 لأنها سوف تظهر  مرتين  dvمـرتين وتكامل الدالة  
في الجـدول  ) الأولى  (نـفس الــدالتين الأصليـة    

وبــغض النظـر إلى معاملات الدالتين الأصلية وفي         
 و  u=eaxهـذا الـنوع مـن التكاملات يمكن اختيار    

dv=sinbx أو بالعكس أي تكون u=sinbxو dv= 

eaxففي كلا الحالتين يمكن إيجاد ناتج التكامل   . 

فإننا في كل خطوة من هذا      ومـن ميـزات الجـدول       
الجـدول نـستطيع أن ننقل من طرف إلى آخر عندما           
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 u  غير ممكن أو اشتقاق الدالة dv يكون  تكامل الدالة 
يؤدي إلى تعقيد المسألة ونستطيع نقل جزء أو كل الدالة         

u            التـي فـي الجانب الأيسر إلى الدالة المقابلة لها في 
 فأن الجزء   الجانـب الأيمـن وبـالعكس ، وعـند النقل         

المـنقول سـوف يـضرب بالدالة المنقول إليها ثم تُعاد           
صياغة الخطوة بعد النقل ، وعند نقل الدالة كلها كاملةً            
فسوف يبقى مكانها واحد في الخطوة بعد النقل ثم نقول          

 من جديد dv من جديد ونكامل الدالة uباشـتقاق الدالة    
كامل حتـى نصل إلى ناتج ويستخدم هذا النقل لتسهيل ت         

  .u أو لتبسيط الاشتقاق الدالة dvالدالة 

  2dx(Lx) ∫  جد  ناتج التكامل -:مثال 

 -:الحـــــــــــــل
u dv 

     (lnx)2       (+) 
 

(2ln)/x 
 
 

            2lnx      
(-) 
 

           2/x        (+) 

1 
 
x 
 
 
1 
 
x  
 

∫ (Lx)2dx = x(lnx)2 – 2x lnx +∫2dx 
                = x(lnx)2 – 2x lnx +2x +c 

 في الخطوة الثانية إلى     xنلاحـظ أنـنا قمنا بنقل الدالة        
 التي تقابلها في الجانب الأيسر وذلك )2lnx) /(x)الدالة 

 في هذه   dv وكذلك تكامل الدالة     uلتبسيط اشتقاق الدالة    
 2lnx/x بالدالة   xالخطـوة وعـند النقل تضرب الدالة        

 واحد وتعاد كتابة الخطوة بعد النقل       xة  ويبقى مكان الدال  
من جديد أما   dvونكامل الدالة   uونقـوم باشتقاق الدالة     

إشـارة الأسـهم فإنها تكون متناوبة وبغض النظر عن          
 . النقل أو التحويل في الدوال 

   sin(ln x) dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال 

 -:الحــــــــل
u dv 

    Sin(lnx)    (+) 
 

Cos(lnx)/x 
 
 

1 
 
x 
 
 

        Cos(lnx)   
(-) 
 

      -sin(lnx)/x  
(+) 

1 
 
x 

 
∫sin(lnx)dx=xsin(lnx)-xcos(lnx)- ∫sin(ln 
x) dx 
∫sin(lnx)dx=1/2(xsin(lnx)-xcos(lnx)) +c 

اسـتخدام الطـريقة الجدولـية المطـورة فـي حل            
 التكاملات التي تحل بالطرق الأخرى 

مطور في حل تكاملات    حـيث يمكن استخدام الجدول ال     
 -:الدوال المثلثية وحسب الحالات التالية 

إذا كــان الــتكامل مــن الــنوع       -:الحالــة الأولــى 
∫sinmx cosnx dx  حـيث ان m,n  عـددان فرديان 

موجـبان أو أحـدهما فـردي موجب والآخر زوجي          
 .والأمثلة التالية توضح ذلك 

 sin3x cos2x dx∫   احسب قيمة التكامل-:مثال

 -:لحلا
u dv 

          Sin2x    (+) 
 

   2sinx cosx     (-) 
 

Cos2x sinx 
 

     - (cos3x)/3 

∫sin3x cos2x dx = -1/3 cos3x sin2x +  
 2/3∫cos4x sinx dx  
∫sin3x cos2x dx = -1/3 cos3x sin2x – 2/15 
cos5x + c 

  sin3xcos3x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال

   -:الحل
u dv 

           Sin2x    (+) 
 

  2sinx cosx      (-) 
 

Cos3x sinx 
 

     - (cos4x)/4 

∫sin3xcos3x dx= -1/4 sin2x cos4x                    
+2/4∫cos5x sinx dx 
∫ sin3xcos3x dx= -1/4 sin2x cos4x – 1/12 

cos6x +c 
 أو  sinx إذا كان التكامل دالة مثلثية       -:الحالة الثانية 

cosx         مـرفوعة إلى قوة فردية موجبة والمثال التالي 
 .يوضح ذلك 

  sin3x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال 

الايسرxننقل الطرف الى

الايسرxننقل الطرف الى
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 -:الحل
u dv 

         Sin2x   (+) 
 

      2sinx cosx  (-) 

Sinx 
 

        -cosx 
 

∫sin3x dx= -sin2x cosx+2∫cos2x sinx dx   
              = - sin2x cosx – 2/3 cos3x + c 

 -:الحالة الثالثة

 أو من  sinax sinbx dx∫ إذا كان التكامل من النوع 
 أو الـتكامل مـن الـنوع        cosax cosbxdx∫الـنوع  

∫cosax sinbx dx                         
  والمثال التالي يوضح ذلك  

   sinx sin3x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال 

  -:الحل
u dv 

        Sin3x    (+) 
 

       3cos3x   (-) 
 

      -9 sin3x   (+) 
 

Sinx 
 

-cosx 
 

-sinx 

     
∫sinx sin3x dx = - sin3x cosx + 3cos3x sinx 
+9 ∫sinx sin3x dx  
 -8∫sinx sin3x dx = - sin3x cosx + 3cos3x 
sinx +c 
∫sinxsin3xdx=1/8sin3xcosx–3/8cos3x sinx 
+c 

 امل من النوع  إذا كان التك-:الحالة الرابعة

∫tanmx secnx dx  حـيث ان m,n   كلاهمـا عـددان 
عدد nفـرديان موجـبان أو كلاهما عددان زوجيان أو          

الأعداد الفردية  ( عدد حقيقي عدا     mزوجـي موجب  و    
 .وأمثلة التالية توضح ذلك ) السالبة

   tan4x sec4x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال

 -:الحل 
u dv 

Sec2x 
 
 

2 sec2x tanx   (-) 

tan4x sec2x 
 
 

1/5tan5x 
∫tan4x sec4x dx =1/5 tan5x sec2x –2/5 ∫tan6x 
sec2x dx 

∫tan4x sec4x dx  =1/5tan5x sec2x –2/35 
tan7x + c  

   tan3x sec3x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال

 -:الحل
u dv 

        tan2x     (+) 
 
 

  2 tanx sec2x    (-) 
 

sec2x secx tanx 
 
 

   1/3sec3x 

∫tan3x sec3x dx  =1/3 tan2x sec3x – 2/3 
∫sec4x secx tanx dx  
∫tan3x sec3x dx  =1/3 tan2x sec3x – 2/15 
sec5x + c  

   tan3x sec4x dx∫ جد ناتج التكامل -:مثال 

  -:الحل 
u dv 

       Sec2x   (+) 
 
 

   2 sec2x tanx   (-
) 
 

tan3x sec2x 
 
 

     1/4tan4x 

∫tan3x sec4x dx =1/2 tan4x sec2x – ½ 
∫tan5x sec2xdx  
  
∫tan3x sec4x dx =1/2 tan4x sec2x – 1/12 
tan6x + c 

  -:الحالة الخامسة 

 cscnxcotmx dx∫إذا كان التكامل من النوع 

فان طريقة حل هذا النوع من التكاملات  يكون مماثل          
 .للحالة الرابعة كما في المثال 

   csc4 x cot4x dx∫ناتج التكامل  جد -:مثال

 -:الحل 
u dv 

csc2x 
 
 

 - 2csc2x cotx   (-) 
 

cot4x csc2x 
 
 

     -  1/5cot5x 

∫csc4x cot4x dx = -1/5cot5x csc2x –2/5 
∫cot6x csc2x dx 
∫csc4x cot4x dx = -1/5cot5x csc2x +2/35 
cot7x + c  

(+) 

(+) 
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  .1988الطبعة الثانية ،
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 . 
[3]  calculas by thomas 7th 
edition. 
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ABSTRACT :In this search we had made a developed table to solve all 
integrals which can be solved by parts as well as other integrals which solved by 
anther methoed ,this table is ashort method to solve such integrals with less 
effort and time as well as reduction the percentage of error in the results.the 1st 
chapter of the search contain explain the ordinary method of integration by 
parts & how to evaluate the integrals. The 2nd chapter explain the tabulated 
method & the evaluation of integrals for function consist of “ two functions 
multiplaction” one of them polynomial the 3rd chapter contian the developed 
tabulated method & how to applicate it an all integrals which soved by parts by 
using the developed table . the table is simple and have a ccurate results. The 
foarth chapter contain using the developed table to evaluate the driangnometric 
functions integral which easier and faster from the ordinary integration method . 

 
 


